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正交变换在标准正交基下的矩阵

正交变换 A
标准正交基←−−−−−→

1:1
正交矩阵 A

定义 (第一类变换,第二类变换)
设 A为正交矩阵.则 ATA = I. 因此 det(A) = ±1.

1 若 det(A) = 1,则称 A 为第一类变换;
2 若 det(A) = −1,则称 A 为第二类变换.

性质

设 A 为欧氏空间 V上的正交变换.
1 则 A 的特征值模长都为 1.特别地,实特征值只可能为 ±1.
2 若 V的维数为奇数且 A 为第一类正交变换,则 1为 A 的特征值.

推论

三维空间中的第一类正交变换保持一个向量不变,从而一定为旋转变换.
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转置与伴随变换

定理

设 A 为欧氏空间 V上的线性变换. 设 A 在标准正交基 e1, · · · , en 下的
矩阵为 A. 则

1 存在唯一的 V上的线性变换,记为 A ∗,满足
(A α, β) = (α,A ∗β), (∀α, β ∈ V).

2 线性变换 A ∗ 在基 e1, · · · , en 下的矩阵为 AT.
称 A ∗ 为 A 的伴随变换.

性质

1 (A ∗)∗ = A ;
2 (A + B)∗ = A ∗ + B∗;
3 (λA )∗ = λA ∗;
4 (A ◦B)∗ = B∗ ◦A ∗;
5 设 A 为欧氏空间上的线性变换.则

A 正交 ⇔ A ∗A = ε ⇔ A ∗ 正交.
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对称变换与对称矩阵
定义 (对称变换,自伴随变换)
设 A 为欧氏空间 V上的线性变换. 若 A = A ∗,则称 A 为 V上的对称
变换(或自伴随变换).

性质

实对称矩阵的特征值都为实数.

定理

设 A为某欧氏空间上的线性变换 A 在某组标准正交基下的矩阵.则

A 为对称变换⇔ A为实对称矩阵.

定理

对称变换的不同特征值对应的特征向量正交.

推论

实对称矩阵 A的属于不同特征值的特征向量正交.
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实对称矩阵的对角化

定理

任意 n阶实对称矩阵 A,存在 n阶正交矩阵 T使得 T−1AT为对角矩阵.

证明思路:将一个单位特征向量扩充为一组标准正交基,并得正交阵 Tn.

则 T−1
n ATn =

(
λ1

An−1

)
,其中 An−1 仍然为实对称.归纳即可得证.

例

设 A =

1 2 2
2 1 2
2 2 1

.求正交矩阵 T使得 T−1AT为对角矩阵.

提示:PA(λ) = (λ− 5)(λ+ 1)2.
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欧氏空间的子空间 *

定义 (正交)
设 V1,V2 为欧氏空间 V的两子空间. 若对任意 a1 ∈ V1,a2 ∈ V2 都有
(a1, a2) = 0,则称 V1 和 V2相互正交,记为V1 ⊥ V2. 若一个向量 a满足
⟨a⟩ ⊥ V1,则称 a与 V1正交,记为a ⊥ V1.

定理

1 若 V1 ⊥ V2,则 V1 + V2 为直和;
2 若 V1,V2, · · · ,Vr 两两正交,则 V1 + V2 + · · ·+ Vr 为直和.

定义 (正交补)
若 V1 ⊥ V2 且 V = V1 + V2,则称 V1,V2 互为正交补 (空间).

定理

欧氏空间的任意子空间的正交补存在且唯一.
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